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1.- INTRODUCCION ’

La sintesis de contadores sincronos, entendidos estos como
maquinas secuenciales autdnomas de comportamiento periddico, ha
sido estudiada desde distintos puntos de vista debido a las nu-
merosas aplicaciones de este tipo de autdmatas en los sistemas
digitales en general. Se ha prestado especial interés a la sin-
tesis de contadores mediante interconexidén de elementos de me-
moria exclusivamente; no s6loc por el atractivo que representa
construir contadores a partir de elementos idénticos (razdn que
tal vez ha quedado cbsoleta debido al ridpido avance tecnoldgico
y al abaratamiento de los chips), sind también por la simplifi-
cacidn del conexionado que representa, y el aumento de veloci-
dad (y fiabilidad) que se produce al desaparecer el conexionado

inherente a las puertas. E1 fin primordial de estos trabajos
ha s

£}

ido, en consecuencia, el de conocer ''a priori" cuales son

¢

las secuencias de estados gque pueden implementarse con un nime-

ro minimo de biestables v sin puertas (2),(3) vy (4).



Para ello, salvo alguna excepcidn, el método de estudio ha
consistido en una blsqueda exhaustiva previa de é&stas secuen-
cias para posteriormente inferir, en lo posible, resultados de

tipo general.

En este articulo se lleva a cabo un desarrollo matemdtico
que nos permitird calcular, para cada valor de n, las longitu-
des de las distintas secuencias que se pueden implementar con
n biestables y sin 1l6gica combinacional. Dicho desarrollo se ha
realizado en principio para biestables tipo D, aunque nos permi
tird inferir algunos resultadoé para otros tipos de flip flops,

como veremos mis adelante.
2.- DEFINICIONES

Los conceptos que se definen a continuacidén son harto cono-
cidos; sin embargo, hemos considerado necesario este primer
apartado de definiciones por cuanto sienta las bases de todo el

desarrollo posterior.
2.1.- MAQUINAS SECUENCIALES AUTONOMAS

Una midquina secuencial auténoma (msa.) (clasicamente un
cuadriplete <Q,S,8,A>, Q={estadbs}, S={salidas}, &: funcidn
estado siguiente y A: funcidn de salida), es una aplicacidn
F=(f1,f2,...,fn) de B" en B™ (2n+1<#(Q)<2n), de la forma:

F : B — B"

X F(x)=(f,(x),£,(x),...,f (x))

donde £ B — - B Vie{1,2,...,n}

Nétese que el conjunto de los estados es un subconjunto de
B (QcBn), y que no consideramos las salidas del autémata. Esto
es perfectamente valido puesto que estamos interesados en las

longitudes de ciclo, y no en los ciclos en si.
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Supuesta la sintesis con biestables tipo D, las aplicacio-
nes fi son funciones de conmutacidn que representan las funcio
nes de entrada a cada uno de los biestables que componen la mid
quina. En consecuencia, las funciones fi deben ser literales
(variables complementadas o no), o las constantes 0 o 1 para

que la midquina no posea lb6gica combinacional.
2.2.- M.S.A. COSTE NULO

En otras palabras, una msa. tendrd coste cero (se define
el coste en funcidén de la 18gica combinacional presente), cuan

do las funciones fisean de la forma:

- £ =.e? {i,j}tc{1,...,n}; ae{0,1}
g: funcidn proyeccidn
- £, = 0% (0°=1, 0'=0)

2.3.- REPRESENTACION MATRICIAL DE MSA. COSTE CERO

Dichas funciones F:BH-—=B" pueden generalizarse a funciones
lineales F:RE—sR" (ver (5)), de forma que toda msa. coste ce-

ro con biestables D puede representarse por una matriz M nxn

de 0,17 y -1 con un elemento no nulo por fila a lo sumo, y tal
que: '
- = = £ ~
mij 1 %»fi &
- m,.=-1= f.=¢.
1] 1]
-m,.=0 Vj=£f.=0
ij i

Nota: Para hacer esto es hecesario pasar a una representacidn
de B=1{1,-1 }en vez de 1la {0,1} habitual; de forma que ahora al
hablar, por ejemplo, del estado 5 (101), lo representaremos por
1-11. Asimismo, el caso fi=1 no estd previsto puesto que se
puede demostrar que todo autdmata conteniendo una de las fun-

ciones fi=1 es isomorfo a otro con fi=0.
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3.- CONTADORES

Hemos caracterizado, hasta ahora, las msa. coste cero. To-
das ellas, por tener un nGmero finito de estados, presentan un
comportamiento al menos parcialmente periddico; esto es, en su
grafo de comportamiento aparece al menos un ciclo cerrado (en
el peor de los casos un ciclo de longitud 1). Nuestra tarea
siguiente consistird en identificar dichos ciclos de forma que,
dado un contador de una determinada longitud, podamos predecir
el minimo nlmero de biestables que seridn necesarios para su
sintesis sin puertas. Para ello, dividiremos el estudio en dos

partes:
3.17.- MSA. COMPLETAS

Las msa. completas son aquellas en las que la funcién F es

- o n n o P °

una biyeccidén de B" en B". Se demuestra facilmente (ver apéndi-
ce 1), que la condicidn necesaria y suficiente para que F sea

biyectiva es que las funciones fisean de la forma:

_.9%y =
f1—ei1,f2 €

con, {iT,iz,...,in}c{T,Z,...,n} ; ijaéik Vj#k

Este tipo particular de miAquinas es especialmente facil de
tratar por cuanto, al ser F una biyeccidn, el grafo de compor-
tamiento estd exclusivamente formado por ciclos cerrados, y en
consecuencia puede estudiarse como un elemento del grupo simé-

trico S En este sentido, podemos hablar de descomposicidn en

20’
ciclos de una msa. completa.

De acuerdo con la definicidén, la matriz asociada a una msa.

completa serd una matriz nxn, de 0,7 y -1, con un elemento no

nulo por fila y por columna.

El estudio de las loungitudes de ciclos en este caso vere-

mos que es especialmente simple. Para ello es necesario ver
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previamente el siguiente teorema, cuya demostracién se da en el

apéndice 2:

Teorema. Dos msa. completas cuyas matrices asociadas posean
el mismo ntGmero de menores de dimensidn i (vie {1,2,...,n} ) con
determinante +1 y el mismo ntGmero con determinante -1 poseen
la misma descomposicidén en ciclos. (S6lo tenemos en cuenta los
menores centrados en la diagonal que no contienen menores de

dimensidén mds pequefia).

En consecuencia, a partir de este punto, tomaremos coOmo
iguales aquellas mdquinas cuyas matrices cumplan la condicidn

anterior, aunque rigurosamente hablando sean isomorfas.
Consideraremos dos casos:
3.1.1.- MSA. COMPLETAS COMPUESTAS

Toda mjuina cuya matriz asociada posea mids de un menor con
determinante no nulo es una midquina compuesta (de hacho, es

una composicidén paralelo de msa. mds simples).

En efecto, la existencia de k menores no nulos y que no
contengan ninglin menor mis pequefio (puesto que evidentemente
dos menores de orden k1 y k2 pueden formar\gn menor de dimen-

sidn k,+k,), de dimensiones i,,i,,...,i; (f§1 ij =n), significa
que la midquina F se compone de k submidquinas F1,F2,..,Fk dis-
juntas, cada una de ellas conteniendo i”"”ik biestables

interconectados entre si. A titulo de ejemplo, la matriz:

P
!
i

/;

0

0

M = -1
0

. 0 /

1 0
0 0
0 0
0 1
0 0

o O O = O

0
0
0
0
1

posee un menor de dimensidn 1 (m22=1), y dos menores de dimen-

sién 2 (m13,m31; y m45,m54). La mdquina representada por esta
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matriz, en consecuencia, estard compuesta por tres submdquinas
de 1,2 y 2 biestables respectivamente como puede observarse en

la figura 1.

- [

> Y W e

2) ) (3) S 4) 5)

Eg 4

Suponiendo que pudiésemos conocer las longitudes maximas
de cada una de las k submidquinas, resulta claro que la longitud
de ciclos mixima de 1la méquina.compuesta seria el m.c.m. de las
longitudes de cada submiquina; ya que cada estado de F es una
k-epla (51,52,...,sk), donde Sqse+-5Sy SON los estados de P1,F2
.,Pk.
.las longitudes de ciclos midximas correspondientes a las miqui-

El siguiente paso, por lo tanto, consistird en hallar
nas que llamaremos simples.
3.1.2.- MSA. COMPLETAS SIMPLES

Son aquellas cuya matriz asociada posee un s6lo menor de
dimensidén n. De acuerdo con el teorema anterior, sdlo existirin
dos descomposiciones en ciclos diferentes; la correspondiente
a un menor con determinante +1, o con determinante -1. Puesto
que la longitud de ciclos mixima coincide con el orden de la ma
triz, concluimos que toda msa. completa simple de dimensiones
rxr (r biestables) gemera, o bien una longitud de ciclo mixima

de r, o bien de 2t.

El siguiente teorema nos asegura que no hemos de preocupar-

nos por las longitudes no midximas: -
Teorema. a) En una cierta descomposicidén en ciclos de una

msa. completa, todas las longitudes de ciclosque aparecen son

divisores de la longitud miaxima.
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b) Para un cierto valor de n, las longitudes midximas que apare-
cen en las distintas descomposiciones en ciclos son tales que
si aparece la longitud li’ también aparecen todas las longitu-
des 1j divisoras de li'

Demostracidn. a) La primera parte es trivial.

b) La segunda parte puede demostrarse por induccidn. En
efecto; se cumple para n=1, cuyas dos Gnicas longitudes maxi-
mas son 1 y 2, y para n=2 cuyas longitudes son 1,2 y 4. Supon-
gamos que se cumple para n<x. En n=x+1 aparecerin:

- Todas las matrices de n=x con un *1 adicional en la dia

gonal; esto es, todas las longitudes de la forma:

mcm(1§,1)=1§, que cumple la condicidn por hipdtesis.
1¥ si 1% es mdltiplo de 2
X i i
mcm(li,2)= x .
213 si 11#2

En este Gltimo caso deberian aparecer ademds las longi
tudes 21? con 1% divisor de 1%; pero todas ellas apa-

recerdn ya que si 1?#2 = 1?#2 = mcm(l§,2)=21§a

- Las matrices simples de dimensidén x+1 que producirédn |
las longitudes (x+1) y 2(x+1). Puesto que por hipdtesis
se cumple para n x, aparecerin, todas las longitudes de |
1 a x, y en consecuencia, (y puesto que el divisor mayor
de 2(x+1) es (x+1)), todos los divisores de (x+1) y |
2(x+1). ‘ !

3.1.4.- ALGORITMO DE BUSQUEDA DE LONGITUDES

En virtud de las consideraciones anteriores, y teniendo en
cuenta que s6lo necesitamos buscar las longitudes maximas, es-
tamos ya en disposicidén de presentar un algoritmo que determine
cuales son las secuencias que pueden generarse con biestables

D y sin 16gica combinacional.
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Paso 1. Descomponer el nlmero n en sumandos de todas las
formas posibles. Existen N descomposiciones diferentes, con
B, 272 2
N- 20 pns K p0y=1; poeN; 13 <

Esta descomposicibén nos darid la estructura de menores de la mia-

quina.
, k
Paso 2. Para cada descomposicidén de n (n= iéisi)’ cada uno
de los sumandos nos produce, sea la longitud s;, sea la Zsi.

Paso 3. Las longitudes mdximas se hallaridn buscando en mcm
de todas las posibles k-eplas (5?,53,...,5?), donde por sf in-
dicamos 5. 0 2si indistintamente. E1 proceso debe realizarse pa

ra las N descomposiciones de n.
EJEMPLO : Blisqueda de las longitudes para n=4,

1) Existen 5 posibles descomposiciones de 4, que son:

2} Los menores TAn las longitudes 1 y
2; Jos de 2 s 3y 6:; vy el de 4 las
4 y e
3)En consecuencia, las longltudes para n=4 seran:
Descomp. de n Longitudes
4 4 vy 8
1+3 mcm(1,3)=3;mcm(1,6)=6;mcm(2,3)=6;
' mcm(2.6)=6.
2+2 2y
T+1+2 2y A
T+1+7+1 1Ty 2
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En resumen, el n=4 genera las longitudes 1,2,3,4,6 y 8.
L J

En la tabla siguiente se muestran los resultados obtenidos

para 1<n<13.

n Longitudes

1 12

2 12 4

3 1234 6

4§ 12354 6 8

5 123456 8 10 12

6 123456 8 10 12

7 123456738 10 12 14 20 24

8 12345678 . 19 12 14 15 16 20 24 . 30

9 12345678910 12 14 15 16 18 20 24 30 . 40

1012345678910 12 14 15 16 18 20 21 24 30 40 60
1112345678910 11 12 14 15 16 18 20 21 22 24 28 30 a0 56 60
1212345678910 11 12 14 15 16 18 20 21 22 24 28 30 35 40 42 56 60 ‘84 120
131234567 89 10 11 12 13 14 15 16 18 20 21 22 24 26 28 30 35 36 40 42 44 48 56 60 72 80 84 120

Tabla I. N°de biestables D necesarios para
implementar con coste 0 contadores de una
cierta longitud.

3.2.- MSA. NO COMPLETAS

Las msa. no completas son aquellas en las que F no es una

biyeccidén. Para estas midquinas se cumple el siguiente teorema:
Teorema.Para un cierto valor de n, las longitudes de los
ciclos generadas por las msa. no completas son un subconjunto

del de las completas. ]

Demostracidén.Sea M la matriz asociada a una msa. no comple-

ta. M puede escribirse (reordenando filas y columnas) como:

(o 0 ¢
= C#a-‘-k&
A o 3
) B b
P a—— N .
e ~
c n-c



donde C contiene todos 1los posibles menores no nulos; A es una
matriz con un *1 por fila a lo sumo; y B tiene asimismo un =1
por fila como mdximo, y al menos una columna de ceros. La lon-
gitud mdxima nos vendrid dada por un r tal que Mr(x)=x VxeB".

En general, M' tendrd el siguiente aspecto:

[4.)

e

|
|
|
I
|

A

A.C 0

, e
o B

| P —-

. e . ‘ i
B tiene al menos una columna de ceros, y por tanto, B~ po-
seerd al menos i columnas de ceros. Asi, para i=n-c (0o i n-c
. . ~ n-c
si B tiene mds de una columna de ceros), B
. i 1 1
ninguno de los productos M~ cumple que M =M, ya que B #B (de

hacho, nos estamos moviendo sobre los caminos no ciclicos del

=0, EBEvidentemente

grafo). A partir de este indice i=n-c es cuando podemos buscar

los ciclos.Tenemos ahora una matriz M' con B=0, y buscamos un

r tal qué:
? 1 - /
SR ol
C o | ¢ oo !
NN T ;
A e Al e ]
¢ ol ¢ | o Ji
Si CT=C»C" =T 5 ACT '=A = M")T=M'. Luego 1a longitud

maxima viene fijada Ginica y exclusivamente por los menores C.
Pero evidentemente, los menores son los mismos que aparecian en
el caso de los completos, con lo cual no podrid aparecer ninguna

longitud nueva.
En consecuencia, podemos afirmar que la tabla 1 contiene
todas las longitudes de ciclo que se pueden generar con n bies-

tables tipo D y sin 16gica combinacional.

4.- SINTESIS CON OTROS TIPOS DE FLIP FLOPS
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Las siguientes propiedades permiten inferir ciertos resulta
dos sobre la sintesis de contadores con otros tipos de biesta-

'bles que no sean los D.

1. BE1 flip flop RS es funcionalmente equivalente al D (1), y
en consecuencia la tabla de longitudes 1 es perfectamente
vdlida para el RS. Por funcionalmente equivalente entende-
mos la propiedad de los flip flops D y RS demostrada en (1)
seglin la cual toda msa. sintetizable con n flip flops D vy
sin puertas puede ser implementada con el mismo ndGmero de

flip flops RS y coste cero, y viceversa.

2. E1 ntmero de flip flops JK, GL o RST necesarios para imple
mentar una cierta msa. es menor o igual al nGmero de flip
flops D. La tabla de longitudes, por tanto, nos da una co-
ta mdxima del nidmero de flip flops JK, GL o RST imprescin-
dibles en la sintesis de un contador dado. Esta propiedad
es evidente por cuanto el comportamiento de un flip flop D
puede ser simulado por un JK, GL o RST seﬁcillamente toman
do J=K=D;G=1 L=D; y T=0 §=S=D, como puede verse en la fi-

ra siguiente:

T e
T — . :

of |-

o T

D)
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APENDICE 1
TEOREMA

dl o .
Una funcidn F=(f1,f2,...,fn) : Bg——¢£n, con fi=€kj 0 fi=OOLJ
es biyectiva < fi=e?k con ak#al Vk#1.

DEMOSTRACION

1- F biyectiva <= f?1,f§2...fgn#0 V(u1,u2,..,un)eBn
2- Si fi=00‘3$f?1...(0@j)0‘3...fgn=f?1.‘..0...f?ln=0
En consecuencia 1las fi‘constantes hemos de omitirlas.
; =0k P
Si fi ej Vi =
o o Oz 440 Osns O PR O =0
T..£n=(e2] N7, .. (e:J0n) " n=¢"7 1771 €.
fl fqm= ey D (eg]m) e ) in
Evidentemente esta expresidn es distinta de cero para

cualquier valor de a1...an¢§aji¢ujk Vi#k.

APENDICE 2

Llamemos In al cojunto de las funciones F=(f1,f2,...,fn)

con fi=5kj biyectivas. En In establecemos la siguiente relacidn

-1 -
F,,Foel F ~F &> Joel | o -Fi.0 =F,

Esta relacidn:
Esta relacidn:
1- Es una relacidn de equivalencia.
2- La particidén inducida en In es evidentemente mids fina
que la inducida por la isomorfia de grafos.(En tal caso
es necesario unicamente que o sea biyectiva, pero no

que pertenezca a In)'
TEOREMA

Dos msa. completas cuyas matrices asociadas posean el mismo

nimero de menores de dimensién i (ie{1,2,...,n}) con determinan

D - 38



te +1 y el mismo nGmero con determinante -1 tiene la misma des-
composicién en cicllos.(S6lo consideraremos los menores centra

dos en la diagonal que no contienen menores mids pequefios).
DEMOSTRACION.

La demostracidén se hard por construccidn viendo que si F1
y F, son dos matrices con las caracteristicas antes citadas,
entonces 3Uel tal que U-I.F1.U=P2. La construccién de esta

matriz U se hard en varios pasos:

1. Supongamos que exista un menor de dimensidén k que en F1 ocu
pa las filas y columnas i1’i2""ik’ y en Fz las j1,j2,...,jk.
U deberd tener un menor no nulo en las posiciones i1,..,ik,j1,

"jk’ como indica la figura.

ia-- AR L0 Ak ‘ J.‘r'oix b dx

i i
d . EK ) .: UK = (}4 ‘ -

N U: IR Ak B UeF 4
dx =

Este proceso se sigue para todos los menores de P1 y FZ.

2. E1 menor Ui{l.F”(.Uk todavia no tiene porqué coincidir con el
menor de dimensidn k sz.(coinciden unicamentec en posicidn).
‘Sean F1k y sz dos- menores de la misma dimensidén y con el mis-

mo determinante:

a) Si (F1k)ij y (sz)ij son no negativos Vi,j, dichos meno
res pueden verse como matrices de incidencia de grafos isomor-

. -1 =
fos, y en consecuencia HUkI Uk ’F1k‘Uk sz,

b)En caso contrario, el proceso se realiza en dos partes,
aprovechando la propiedad de las matrices de In en virtud de
la cual toda UeIn puede descomponerse en el producto U=D. |U]|
donde D es tal que-d;.= 1, dij=0 Vi#j, y |U| significa el va-
lor absoluto de U . E1 apartado (a) nos asegura que 3JU tal
que ]U|_41F1k]|U]=|F2k|. Luego:
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(ju!

U557 (Fapds

Por tener el mismo determinante, si llamamos n, al ntmero de

elementos -1 de |U_1|F1k|U| y n, al de F,,, n,=n,*2x xeN.

(1M

(2)

b.1) Si n,=n, y Supongamos que,(F1k)ij=—1, (FZk)ij=1, y

Frd ™t Fodp™1- |
lumna de F1k o} sz en la que la fila r posea un *1. Hacemos

d..
ii
llegar al indice 11 puesto que F1k y FZk son menores no

En general, llamaremos r' a la co-
=di,i,=.,.=d11=-1 y el resto djj=1. Siempre podremos

nulos centrados en la diagonal. Con este valor de D se
cumple (tengamos en cuenta que multiplicar una matriz a de
recha e izquierda por D equivale a cambiar de signo las

filas y columnas i para las cuales dii=-1):
(D-FypeeD) 5= (Fd sy

(D Fi- D)= Fodin

b.2) Si n1=n2+2x xeN-{0}, en virtud del paso anterior,los -
-1 de F1k pueden agruparse de forma que tengamos 2x elemen
tos tales que (F1k)ii'=1 y (Flk)i'i"=1' Haciendo dii=-1

en cada uno de los casos conseguiremos aumentar en 2x el
nmero de -1 de la matriz F1k’ y pasar por tanto al caso

anterior n1=n2.
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